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Abstract
We are developing a code for analyzing static magnetic fields in magnets with cylindrical symmetry. The

developing code uses finite element method technique with 2nd-order elements. To confirm accuracy of developing
code, we compared calculation results with that of POISSON. As a result, both magnetic field distributions agree
within 2%. In this paper, we will present current status and point out the remaining problems.

二次要素を使った磁場解析プログラム

1 . はじめに
我々は、加速器の設計に使うプログラムを開発し

ている [1]。これには、静電磁場や高周波の電磁場を
解析するプログラムが含まれる。ここで述べるのは、
そのうちの一つ、静磁場の解析プログラムについて
である。
加速器には、様々な電磁石が使われており、その設
計にはシミュレーションプログラムが駆使される。一
般に電磁石は三次元構造をしており、三次元解析が
多く使われている。しかし、対称性を考慮して二次
元問題として取り扱い可能なものもかなりある。こ
のことから、今後も二次元解析が用いられると考え
られる。そこで、我々も二次元の磁場解析プログラ
ムを開発することにした。
二次元問題ではメッシュは三角形要素に分割する

ことができる。一次要素では誤差が大きいので、我々
は、二次要素を用いた二次元の高精度の磁場解析プロ
グラムの開発を進めている。磁場解析は有限要素法で
行い、その連立方程式の解法には SOR法を用いた。
二次元磁場解析にしばしば用いられる POISSON [2]

は一次要素を用いているが、我々が作成したプログ
ラムは二次要素を用いているので、より精度が高い
と考えている。二次元の二次要素を使った磁場解析
のためのプログラムを作成したので、現状と今後の
開発課題を報告する。

2 . 有限要素法
2.1 メッシュ生成

磁場解析は二次要素を用いた有限要素法により行っ
た。一次要素では三角形頂点の三点の値を用い、要
素内の任意の場所のベクトルポテンシャルを記述す
ることになる。これは一次近似である。この場合、精
度を向上させるためには更に細かいメッシュが必要
である。一方、二次要素では三角形要素の頂点に加
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え、辺の中点も合わせた計六点で要素内を近似する
ので、同じ計算量であれば一次要素に比べ、計算精
度が良い。
我々が作成したメッシュ作成プログラム [3]では、
三角形の要素と節点の情報をファイルに出力する。出
力される三角形要素の情報は、その要素番号、節点
の番号、隣接する要素の番号、さらに領域である。一
方、節点の情報は節点の番号、座標、境界条件であ
る。これらを用いて離散化されたマクスウェルの方
程式を計算することになる。

2.2 有限要素法

加速器で使われる磁石には軸対称構造のものも多
い。この軸対称三次元問題は、対称性により二次元
問題として取り扱える。軸対称問題を取り扱うので、
円柱座標系で記述する。電流は θ方向のみとし、磁
場は r、z方向である。これにより、ベクトルポテン
シャルを θ方向のみにとることができる。この θ方
向のベクトルポテンシャルAθを計算し、その回転を
計算することにより、磁場が求められる。我々が計
算した磁場の汎関数は以下のとおりである。
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この式を離散化し、停留値を計算することにより、各
節点でのベクトルポテンシャルが求まる。
ベクトルポテンシャルから、磁場は以下の式を用
いて計算する。
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実際のプログラムでは、この式を離散化したものを
計算している。

2.3 数値計算の方法

連立方程式の計算には様々な反復法、例えばヤコビ
法、ガウス・ザイデル法、SOR法が用いられる。我々
のプログラムでは収束が比較的速い SOR法を用い、
計算時間の短縮を図った。計算するマトリクスは 0を
多く含むスパースマトリクスである。計算量の低減
とメモリの節約のために 0の要素は、メモリーに格
納しないように、プログラムを工夫した。
実際のプログラムでは、積分領域や形状関数が複
雑となるため、図 1、図 2のように三角形要素に対し
て座標変換を行い簡単化した。これで、領域が単純
になり、積分等の計算が容易になる。
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図 1: 座標変換前
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図 2: 座標変換後

3 . POISSONとの比較
作成したプログラムの計算精度を検証する必要が

ある。しかし、我々のプログラムで境界条件が設定で
きる適当な解析解をもつモデルがない。そこで、磁場
解析ソフトである POISSONと比較することにした。
比較には図 3のようなモデルを用いた。この領域に
対してメッシュ分割を行うと図 4のようになる。こ
こではメッシュが分割されているのを目視できるよ
うに、実際の分割よりもメッシュを粗くしている。
電流が流れる所は図の正方形の部分で、磁性体は

それを囲んでいる部分とした。完全軸対称である。計
算領域は zが 10.0、rが 5.0とし、全体で三角形要素
数が 4218、節点数が 8587に分割した。
ここでは z軸をディレクレ条件とし、磁性体の比
透磁率を 5000、その他の比透磁率を 1、電流密度を
1、と条件を設定した。
このモデルでの計算時間は 30sec程度であった。こ
こで、CPUは Pentium4の 2.8GHzを使用した。図 5
に計算結果を示す。透磁率が高いため磁力線が閉じ
こめられている。図 6に r=0.5のラインの Bz、Brを
POISSONの結果とともに示す。図から、POISSONと
我々のプログラムの計算結果がよく一致しているこ
とがわかる。図 7と図 8は POISSONと作成したプ
ログラムの磁場の差を示している。図から読みとれ
るように両端では差が大きい。また、r方向の磁場に
ついては zが 5.0のときにも差が大きい。この部分は
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図 3: 計算領域
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図 4: メッシュ作成

磁場が非常に小さいため、差の割合が大きくなるか
らである。実質的な差は約 2%である。この差の原
因は、現段階では不明である。そこで、今後は誤差
が何によるものであるのかを検証していきたいと考
えている。
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図 5: 計算結果
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図 6: POISSONとの比較結果 (r=0.5)。実線が POIS-
SONで丸とダイヤモンドが我々のプログラムの計算
結果である。
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図 7: POISSONとの Bzの差。δBzは｜POISSONの
結果－我々のプログラム｜／ POISSONの結果とし
ている。

4 . まとめ

我々は三角形要素の二次要素を用いた有限要素法に
より、軸対称構造の磁場解析プログラムを作成した。
メッシュ作成プログラムにより、任意の形状を要素分
割することで、どのような形状でも解析が可能であ
る。一次要素では一次近似となるため、同じ計算量
であれば計算精度の良い二次要素を用いて、誤差が
少なくなるようにした。連立方程式を解く方法には
他の反復法に比べ収束が速い SOR法を用い、マトリ
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図 8: POISSONとの Brの差。δBrは｜POISSONの結
果－我々のプログラム｜／ POISSONの結果として
いる。

クスのスパース性を利用して、使用メモリを少なく
し、かつ計算時間が短縮されるようにプログラムを
作成した。今回、用いたモデルではメッシュ作成プロ
グラムにより、計算領域全体で三角形要素数が 4218、
節点数が 8587に分割された。この磁場解析には CPU
が Pentium4(2.8GHz)のパソコンを用い、30sec程度
要した。次に、作成したプログラムと POISSONの結
果を比較した。これにより、POISSONとの磁場の差
が r方向、z方向ともに 2%であることがわかった。
この差については早急に原因を追及する。

5 . 今後の課題
現在は三角形要素を直線要素によってのみ近似し

ているので、計算領域が曲面になってしまうと誤差
が大きい。これを改善するために、曲線要素を用い
て、計算精度を上げることを考える。
今回の計算では、我々が作成したプログラムと

POISSON の結果を比べると、完全に一致している
とは言いがたい。この原因についても研究を進める。
また、強磁性体ではヒステリシスが存在し、それ

も取り扱いたい。これを考慮に入れ、実際の磁場解
析に利用できるようにする。
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